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Konusne povrsi: dva zadatka

April 2013.

1. ZADATAK Sfera 22 + 9%+ 2% = 9 je osvijetljena svjetloséu ¢iji se izvor
nalazi u tacki M(5,0,0). Naci oblik sjenke u ravni yOz.

Rjesenge:

Zraci koji tangiraju sferu obrazuju neku konusnu povrs. Ti zraci pred-
stavljaju generatrise konusne povrsi, a presjek povrsi i ravni yOz je trazena
sjenka.

Neka je [ proizvoljan zrak koji tangira datu sferu, i neka je s = (m,n,p)
njegov vektor pravca. Kako zrak [ prolazi kroz tacku M(5,0,0) njegova
jednacina glasi:

poE T ) Yy _
m n p
odnosno u parametarskom obliku:
rT=>5+mi
l: Sy=nt
z=npt

Tacka presjeka zraka [ i sfere zadovoljava i jednac¢inu prave i jednacinu sfere,
pa mora vaziti jednakost:
(54+mt)* + (nt)* + (pt)* = 9.

Poslije nesto sredivanja gornja jednakost glasi:

t2(m? + n® + p?) + 10mt + 16 = 0.

Svako rjesenje gornje jednacine daje jednu presjeénu tacku sfere i zraka [.
Kako zrak [ tangira sferu to gornja jednacina mora imati jedinstveno rjeSenje.



Dakle, mora vaziti D = 0, odnosno: (10m)?—4-(m?+n%+p?)-6 = 0. Poslije
jednostavnog sredivanja ove jednacine zaklju¢ujemo da koordinate vektora s
zadovoljavaju jednakost:

9m? — 16n* — 16p* = 0. (1)

S druge strane, ako je A(z,y, z) proizvoljna tacka konusne povrsi mozemo
uzeti s = M A, odnosno:

(m,n,p) = (z —5,y, 2).

Uvrstavajuci ovo u jedna¢inu (1) dobijamo jedna¢inu konusne povrsi:

9(x —5)* — 16y* — 162> = 0.

Konacno, jednacina (ruba) sjenke u ravni yOz : x = 0 glasi:

9(z —5)? — 16y* — 1622 =0
x=0

2. ZADATAK Odrediti jedna¢inu konusne povrsi koja je opisana oko
sfera: Sy :a? + 92 +22—1=0i Sy 12?2+ 9>+ 22— 42 =0.

Rjesenje:

Poslije jednostavnih transformacija jednacine datih sfera se mogu zapisati
uobliku: S; : 2?+9? 422 =115, : (x—2)*+y*+2% = 4 odakle zaklju¢ujemo
da su im centri u tackama C(0,0,0) i C5(2,0,0) redom i da su im polupre¢nici
ry =117ry =2 redom.

Prmijetimo da centar druge sfere pripada prvoj: Cy € S;. Jasno je da
centar trazene konusne povrsi pripada pravoj odredenoj centrima. Lako se
provjerava da je ta prava upravo Ox osa, pa, imajuc¢i u vidu polozaj sfera,
zakljutujemo da vrh konusne povrsi S ima koordinate (—a,0,0) za neko
a > 0.

Neka je [ proizvoljna direktrisa trazene konusne povrsi koja dodiruje sfere
u tackama A; i A; redom, a o ugao koji ta direktrisa zaklapa sa osom konusne
povrsi tj. Oz osom (vidi sliku).

Uglovi LC1A1S 1 £C5A5S su pravi, pa su trouglovi AC71A1S 1 ACyA5S

sliéni. Dakle, vazi jednakost:

SC,  SC,
CiA;  ChAy
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Prlmljetlmo da je SCl = a, SCQ =a+ 2, ClAl =TI = 1i CQAQ = T9 = 2,
pa gornju jednakost mozemo zapisati u obliku:

_a—|—2
2 9

a
T
odakle zaklju¢ujemo: a = 2. Dakle, koordinate tacke S su (2,0,0) i vazi
SCy=2185C, =4.

Primjenjujuci definiciju sinusa na trougao AC7A:S dobijamo da vazi:
sina = C1A4;/SCy = 1/2, pa zaklju¢ujemo da je o = .

Kada su nam poznati vektor pravca ose s i tjeme S konusne povrsi i
ugao « izmedu generatrise i ose konusne povrsi jednacinu te konusne povrsi
mozemo odrediti na sljedec¢i nacin:

Ako je M(z,y, z) proizvoljna tacka konusne povrsi vazi:

5-SM

COSOY = ——=—.
5] |SM|



U naSem slucaju je 5 = i = (1,0,0), a SM = (x + 2,y, 2), pa uvrsta-

vanjem poznatih vrijednosti gornja jednakost postaje:

V3 1 (#4+2)+0-y+0-2

2 1-/m+22+ P+ 2%
Jednostavnim transformacijama posljednje jednakosti dobijamo da je jed-
nacina trazene konusne povrsi:

(z +2)* = 3y* + 327



